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1. INTRODUCTION
The integral version of the remarkable Hilbert inequality is the follow-
2w .ing: If f , g g L 0, ‘ , then
1r2
‘ ‘ ‘ ‘f x g yŽ . Ž .
2 2dx dy F p f x dx g x dx 1.1Ž . Ž . Ž .H H H Hž /x q y0 0 0 0
and
1r22 1r2
‘ ‘ ‘f xŽ .
2dx dy F p f x dx , 1.2Ž . Ž .H H Hž /ž /ž /x q y0 0 0
Ž w x .where p is the best value. Cf. 1, Chap. 9 .
w x w xRecently, Hu Ke 2 and Yang Bicheng 3 had made some interesting
Ž . Ž .extensions of 1.1 and 1.2 . In this paper, some new extensions and
Ž . Ž .improvements of 1.1 and 1.2 are given in the following theorems.
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pw . qw .THEOREM 1. Let f g L 0, ‘ , g g L 0, ‘ , f , g G 0, 1rp q 1rq s 1,
 4p ) 1, max 1rp, 1rq - t F 1, 0 - a - b. Then
f x g yŽ . Ž .b b
dx dyH H t tx q ya a
1rp 1rqp p
F y w q y w pŽ . Ž .ž / ž /t sin prpt t sin prqtŽ . Ž .
1rp 1rq
b b1y t p 1yt q= x f x dx x g x dx ; 1.3Ž . Ž . Ž .H Hž / ž /a a
f x g yŽ . Ž .b b
dx dyH H t tx q y0 0
1rptrrp xb 1y t pF y c p x f x dxŽ . Ž .H ž /ž /ž /t sin prpt bŽ .0
1rqtrrp xb 1y t q= y c q x g x dx ; 1.4Ž . Ž . Ž .H ž /ž /t sin prqt bŽ .0
‘ ‘ f x g yŽ . Ž .
dx dyH H t tx q ya a
1rp
‘ p
1y t pF y w q x f x dxŽ . Ž .H ž /ž /t sin prptŽ .a
1rq
‘ p
1y t q= y W p x g x dx , 1.5Ž . Ž . Ž .H ž /ž /t sin prqtŽ .a
where
uŽ1r r .q ty2 q uy1r r utyŽ1r r .y1arb 1
w r s du, c r s du,Ž . Ž .H Ht t1 q u 1 q u0 0
uy1r rarx
W r s du, r s p , q.Ž . H t1 q u0
Especially for t s 1, we ha¤e
f x g y p uy1r q q uy1r pŽ . Ž .b b arb
dx dy F y duH H Hž /x q y sin prp 1 q uŽ .a a 0
1rp 1rq
b bp q= f x dx g x dx ; 1.6Ž . Ž . Ž .H Hž / ž /a a
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f x g yŽ . Ž .b b
dx dyH H x q y0 0
1rpy1r p1rqp x ub 1 pF y du f x dxŽ .H Hž /½ 5ž /sin prp b 1 q uŽ .0 0
1rqy1r q1rpp x ub 1 q= y du g x dx ; 1.7Ž . Ž .H Hž /½ 5ž /sin prp b 1 q uŽ .0 0
‘ ‘ f x g yŽ . Ž .
dx dyH H x q ya a
1rpyŽ1r q.
‘ p uarx pF y du f x dxŽ .H H½ 5ž /sin prp 1 q uŽ .a 0
1rqy1r p
‘ p uarx q= y du g x dx . 1.8Ž . Ž .H H½ 5sin prp 1 q uŽ .a 0
Ž .Remark 1. When a “ 0, b “ ‘, 1.3 changes to
‘ ‘ f x g y pŽ . Ž .
dx dy FH H t t 1rp 1rqx q y0 0 t sin prpt sin prqtŽ . Ž .Ž . Ž .
1rp 1rq
‘ ‘
1y t p 1yt q= x f x dx x g x dx .Ž . Ž .H Hž / ž /0 0
1.9Ž .
Ž .When t s 1, 1.9 changes to
1rp 1rq
‘ ‘ ‘ ‘f x g y pŽ . Ž .
p qdx dy F f x dx g x dx .Ž . Ž .H H H Hž / ž /x q y sin prpŽ .0 0 0 0
1.10Ž .
Ž .The discrete version of 1.10 is
1rp 1rq‘ ‘ ‘ ‘a b pm n p qF a b , 1.11Ž .Ý Ý Ý Ýn nž / ž /m q n sin prpŽ .ms1 ns1 ns1 ns1
 4  4where a and b are two sequences of nonnegative real numbers, p ) 1n n
and 1rp q 1rq s 1, Ý‘ a p - ‘ and Ý‘ bq - ‘. Some extensions ofns1 n ns1 n
Ž . Ž w x.1.11 have been given see 1, 4, 5, et al. .
1 y1r2 Ž . Ž . Ž . w xSince H u r 1 q u du s pr2, 1.7 changes to 7 in 3 when p s0
q s 2, t s 1.
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Ž . t t tRemark 2. Since x q y F x q y for x, y G 0, 0 - t F 1, we cannot
t t Ž . t Ž . Ž .be replacing x q y with x q y in 1.3 ] 1.5 . But we have the follow-
ing:
pw . qw .THEOREM 2. Let f g L 0, ‘ , g g L 0, ‘ , f , g G 0, 1rp q 1rq s 1,
 4p ) 1, max 1rp, 1rq - t F 1, 0 - a - b. Then
f x g yŽ . Ž .b b
dx dyH H t
a a x q yŽ .
1rp 1rqF B 1rp, t y 1rp y w q B 1rq , t y 1rq y w pŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .1 1
1rp 1rq
b b1y t p 1yt q= x f x dx x g x dx ; 1.12Ž . Ž . Ž .H Hž / ž /a a
f x g yŽ . Ž .b b
dx dyH H t
0 0 x q yŽ .
1rp
b trr 1yt pF B 1rp, t y 1rp y xrb c p x f x dxŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .H 1½ 5
0
1rq
b trr 1yt q= B 1rq , t y 1rq y xrb c q x g x dx ;Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .H 1½ 5
0
1.13Ž .
‘ ‘ f x g yŽ . Ž .
dx dyH H t
a a x q yŽ .
1rpy1r q
‘ uarx 1y t pF B 1rp, t y 1rp y du x f x dxŽ . Ž .H H t½ 5ž /0 0 1 q uŽ .
1rqy1r p
‘ uarx 1y t q= B 1rq , t y 1rq y du x g x dx ,Ž . Ž .H H t½ 5ž /0 0 1 q uŽ .
1.14Ž .
Ž .where B 1rr, t y 1rr is the beta function and
uy1r r q uŽ1r r .q ty2arb
w r s du,Ž . H1 t
0 1 q uŽ .
utyŽ1r r .y11
c r s du, r s p , q.Ž . H1 t
0 1 q uŽ .
NOTE612
Ž . Ž Ž .. Ž .If t s 1, then B 1rr, 1 y 1rr s pr sin prr , r s p, q and sin prp
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .s sin prq , so 1.12 , 1.13 , and 1.14 change to 1.6 , 1.7 , and 1.8 ,
Ž . Ž . Ž . Ž .respectively. Hence, 1.3 ] 1.9 , 1.12 ] 1.14 are new extensions and im-
Ž . Ž .provements of 1.1 . We can similarly generalize 1.2 ; the details will be
omitted.
2. PROOFS OF THEOREMS
First we prove the following lemmas:
LEMMA 1. Let r ) 1, 1rr - t F 1, and
1rr1 xb w xI x s dy , x g a, b . 2.1Ž . Ž .Hr t t ž /yx q ya
Then
p
1y tI x F x y w r , 2.2Ž . Ž . Ž .r t sin 1 y 1rr prtŽ .Ž .
Ž .where w r is indicated as in Theorem 1.
Proof. Putting u s yrx, we have
y1r r
‘ ‘
y1r ru ubrx arx1y t 1ytI x s x du s x y y du.Ž . H H H Hr t tž /1 q u 1 q uarx 0 0 brx
Let u s 1r¤ ; then
‘
y1r r Ž1r r .q ty2u ¤xrb
du s d¤ .H Ht t1 q u 1 q ¤brx 0
Since 0 - 1 y 1rr - t,
‘
y1r ru 1 1 y 1rr 1 y 1rr p
du s B , 1 y s ;H t ž /t t t t sin 1 y 1rr prt1 q u Ž .Ž .0
thus
y1r rp uarx1y tI x s x y duŽ . Hr tt sin 1 y 1rr prt 1 q uŽ .Ž . 0
Ž1r r .q ty2uxrb
y duH t1 q u0
F x1y t pr t sin 1 y 1rr prt y w r . Q.E.D.Ž . Ž .Ž .Ž .
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LEMMA 2. Let r ) 1, 1rr - t F 1, and
1rr1 xb w xI x s dy x g 0, b . 2.3Ž . Ž .Hr t t ž /yx q y0
Then
trr Ž1r r .q ty2p x u11y tI x F x y du . 2.4Ž . Ž .Hr tž /ž /t sin 1 y 1rr prt b 1 q uŽ .Ž . 0
Proof. Let u s xry; then
‘
Ž1r r .q ty2
‘
Ž1r r .q ty2u uxrb1y t 1ytI x s x du s x y du.Ž . H H Hr t tž /1 q u 1 q uxrb 0 0
Let
uŽ1r r .q ty2xrbyt r rh x s x du.Ž . H t1 q u0
Ž . Ž .Direct computation shows that h9 x - 0. Hence h x is strictly decreasing
w x Ž . Ž .on 0, b . So h x G h b .
p
1y t tr rI x s x y x h xŽ . Ž .r ž /t sin 1 y 1rr prtŽ .Ž .
p
1y t tr rF x y x h bŽ .ž /t sin 1 y 1rr prtŽ .Ž .
trr Ž1r r .q ty2p x u11y ts x y du .H tž /ž /t sin 1 y 1rr prt b 1 q uŽ .Ž . 0
Q.E.D.
Proof of Theorem 1. By Holder's inequality, we getÈ
f x g yŽ . Ž .b b
dx dyH H t tx q ya a
1rp q 1rp qf x x g y yŽ . Ž .b b
s ? dx dyH H 1rp 1rq ž /ž /t t t ty xa a x q y x q yŽ . Ž .
1rp1rq1 xb b pF f x dx dyŽ .H H t t ž /ž /yx q ya a
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1rq1rp1 yb b q= g y dx dyŽ .H H t t ž /ž /xx q ya a
1rp 1rq
b bp qs I x f x dx I y g y dy . 2.5Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H Hq pž / ž /a a
Ž . Ž .Applying Lemma 1 to 2.5 , we obtain 1.3 . Similarly, by Holder's inequal-È
Ž .ity and Lemma 2, 1.4 is valid.
Ž .We can similarly prove 1.5 and Theorem 2. We only note that
‘
yŽ1 r p.u
du s B 1rq , t y 1rq t ) 1rq .Ž . Ž .H t
0 1 q uŽ .
The details will be omitted. Q.E.D.
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